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Das Seitenmittendreieck ist das ABC-ahnliche
FuBpunktdreieck der Umkreismitte. Auch die
Brocard-Punkte haben ABC-ahnliche FulRpunkt-
dreiecke. Durch Spiegelung dieser Punkte an den
Apollonius-Kreisen erhélt man in den Ecken des
zweiten Brocard-Dreiecks drei weitere Punkte mit
ABC-ahnlichen FuBpunktdreiecken. Spiegelt man
diese Punkte des Brocard-Kreises am Umkreis, so
liegen auf der Lemoine-Geraden funf weitere
Punkte mit der diskutierten Eigenschaft, zu denen
z.B. die Umkreismitten der Apollonius-Kreise
gehdren. Diese Zusammenhange finden sich z.B.
bei Johnson [Joh;496] und wurden schon in einer
anderen Ausarbeitung angesprochen [Sch;08-6],
werden hier aber in ihrer Geometrie nochmals
gesondert aufgegriffen. — Gearbeitet wird in
baryzentrischen Koordinaten.

Der Brocard-Kreis

Das Bezugsdreieck fur eine analytische Behandlung in
baryzentrischen Koordinaten sei ABC; benutzt werden neben
den Seitenlédngen a, b, ¢ die Conway-Abkilirzungen [Yiu] Sa, Sg,
Sc, S, und S mit
2S, =-a’+b*+c? 25, =a® —b* +c?, 25, =a® +b*-c?,
2S5, =a’+b*+c? und S =./S,S; +S5Sc +Sc.S, =2A.
Fir das Seitenmittendreieck ist z.B. die Umkreismitte
O(S,a2:Sgh?:S.c2) =M,
der Miquel-Punkt dieses ABC-&hnlichen FulRpunktdreiecks.
Dabei kennzeichnet das Vorzeichen den Umlaufsinn und der

Index die Lage des FuBpunktdreiecks. So ist z.B. M, der

Miquel-Punkt eines gegensinnig &hnlichen FufRpunktdreiecks
A'B’C’~ ABC, dessen Ecken A", B", C” auf den Seiten b, a, ¢ des
Bezugsdreiecks liegen.

Auch die FuBpunktdreiecke der Brocard-Punkte
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sind ABC-dhnlich [Joh;441]. Da d|e beiden Brocard-Punkte
isogonal konjugiert liegen, haben die FuBpunktdreiecke den
gleichen Umkreis und sind somit kongruent. Der
Ahnlichkeitsfaktor bzgl. ABC ist sin®, wobei @ der Brocard-
Winkel ist [Joh,435] :
S, az+b2+c?
Cotw=—"2=—"—".
S 2S

Die Umkreismitte und die Brocard-Punkte liegen mit dem
Lemoine-Punkt K(a2:b2:c2) auf dem Brocard-Kreis mit der
Gleichung

b2c2x2 + c2a2y? + a2b2z2 —c'xy —a'yz —b*zx=0.
Punkte des Brocard-Kreises haben FulRpunktdreiecke mit
gleichem Brocard-Winkel [Joh;498], der mit dem Brocard-
Winkel o des Bezugsdreiecks ubereinstimmt.
Der Brocard-Kreis verlauft wie auch der Umkreis senkrecht zu
den Apollonius-Kreisen [Joh;494] mit den Mitten

U(0:b2:—c?), V(-a2:0:c?), W(a2:—-b2:0)
abc abc abc

und den Radien

pr—ci’ [ei-ai’ [ae-b]

Spiegelt man die Umkreismitte (oder die Brocard-Punkte) an
den Apollonius-Kreisen, so erhdlt man die Ecken des zweiten
Brocard Dreiecks [Joh'463] auf dem Brocard-Kreis
(2S5, :b2:¢c?), (a2:2S5;:¢?), M, (a%:b2:2S.),
die ebenfalls, wenn auch gegensinnig ABC-&hnliche
FuBpunktdreiecke haben: Die Ahnlichkeitsfaktoren sind

S S S

a\Jaz+4S,  bb2+4S, " cJc2+4S,

acb cba

Satz 1. Auf dem Brocard-Kreis liegen sechs
Punkte mit ABC-ahnlichen FuRpunktdreiecken: Die



Umkreismitte und die Brocard-Punkte sowie die
Ecken des zweiten Brocard-Dreiecks [Joh;494].

Die Lemoine-Gerade

Spiegelt man den Brocard-Kreis am Umkreis, so erhdlt man die
Lemoine-Gerade als Tripolare des Lemoine-Punktes K mit der
Gleichung
b2c2x +c2a?y+a2b?z=0.
Auf dieser Geraden liegen als Bildpunkte der Ecken des zweiten
Brocard-Dreiecks die Mitten der Apollonius-Kreise U, V, W
(s.0), deren Ful3punktdreiecke
Uuu, mit U, (-S.:0:S;) und U (S;:-S;:0),
V.VV, mit V(S.:-S,:0) und V,(0:S.:-S,),
WWW mit W,(0:S,:-S;) und W, (-S;:0:S,)
ebenfalls ABC-ahnlich sind.
Die Mitten der Apollonius-Kreise konnen dann wie folgt
gekennzeichnet werden:
U@:b2:—c2)=M_,, V(-a2:0:c?)=M_,, W(az:—b2:0) =M,

ach? cha? bac*
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Spiegelt man auch noch die beiden Brocard-Punkte am Umkreis,

so erhalt man zwei weitere Punkte der Lemoine-Geraden
Z(a%(a?—b?):b2(b2—c?):c?(c2—a?))=M_

cab

Z (a?2(az—c?):b?(b2—a?):c?3(c2-b?2)=M,,

bca
deren FuBpunktdreiecke Z.Z,Z, und Z,"Z:;"Z," gegensinnig ABC-
ahnlich sind:
Z.(Sg2—S,S; 1S, 2+S.2—S;b2:0),
Z.(0:S.2—S,S; :S,2+S,2—5.¢?),
Z, (Sg?+S:.2-5,a%:0:5,2—-S,S..),
Z,'(S.2—S,S5:0:5,2+S5,2-S.¢?),
Z.'(Sg2+S;2—S5,82:5,2—S;S. :0),
Z,'(0:S,2+S.2—S;b2:5,2-S,S,.).
Dartiiber hinaus sind diese beiden Dreiecke kongruent und liegen
spiegelbildlich bzgl. X(230).



Fupunktdreiecke

der gespiegelten
) Brocoard-Punkte

Satz 2. Auf der Lemoine-Geraden liegen funf
Punkte mit ABC-ahnlichen Fupunktdreiecken: Die
Mitten der Apollonius-Kreise und die am Umkreis
gespiegelten Brocard-Punkte [Joh;495].
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Die FulRpunktdreiecke der Apollonius-Kreismitten

Die Geometrie der ABC-dhnlichen FuRpunktdreiecke

uuu,, V.VV, WWW
zu den Mitten U, V, W der Apollonius-Kreise soll hier néher
untersucht werden.

(1) Die Mitten der Apollonius-Kreise liegen auf der
Tripolaren des Lemoine-Punktes (s.0.).

(2) Die Fullpunktdreiecke haben parallele Seiten mit den
Fernpunkten

(—a2:S.:Sp), (Sc:—b%:S,), (S5:S,:—¢?).
Diese Seiten verlaufen senkrecht zu den Seiten des
Bezugsdreiecks.

(3) Die FuBpunktdreiecke kdnnen durch eine Drehstreckung
in das Bezugsdreieck Uberflhrt werden. Die
Streckungszentren

(—a2:2b2:2c?), (2a2:-b2:2c?), (2a2:2b2:-c?)
sind die zweiten Schnitte des Umkreises mit den
Apollonius-Kreisen. Der Drehwinkel ist 90° und die
Streckfaktoren betragen
S S S

2(b2—c?)’ 2(c2-a?)’ 2(a2-b?)




(4) Die Fulpunkte Uy, V¢, W, als auch U, Vi, W, liegen
jeweils kollinear; die Tragergeraden schneiden sich auf
der Euler-Geraden im Punkt
(SBSC _SAZ : SCSA _SBZ : SASB —

Sa Sg Sc

(5) Die Tripole dieser Tragergeraden

(Sc:S,:S;), (Sg:Sc:S,)
liegen symmetrisch zum Lemoine-Punkt auf der
Tripolaren des Tarry-Punktes X(98) senkrecht zur Euler-
Geraden.

Sty _ X (297).
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(6) Die FuBpunktdreiecke sind paarweise streckungs-
ahnlich:

2 2_2

LU, V.VV: wai-S 2=
S¢ c2—-a?

2 2_72

VVV, WWW: U'(-21p), S22
S, az—b?

2 2_h2

WWW, UUU,: vi@—2y &P
Sg b2 —c?

(7) Die Streckungszentren sind Punkte der
Seitenhalbierenden und liegen kollinear auf der
Tripolaren des Hohenschnitts mit der Gleichung

S\ X+Sgy+S.2=0.
Diese Gerade (,,orthic axis*) ist die gemeinsame Sehne
von Umkreis und Feuerbach-Kreis und damit senkrecht
zur Euler-Geraden.

(8) Die Hohenschnitte der FuBpunktdreiecke sind die
Schnitte der Seiten des Bezugsdreiecks mit der
Tripolaren seines Hohenschnitts

H,(0:S.:-Sg), H,(S::0:-S,), H,(S5:-S,:0).

(9) Auf der Tripolaren des Hohenschnitts liegen auch die

Umkreismitten der FulRpunktdreiecke:
M,(b?—-c?2:b%2:—c?), M, (-a2:c?—a?:c?),
M, (a%2:-b%:a2-b?).



Damit ist die Tripolare des Hohenschnitts gemeinsame
Euler-Gerade der drei FuBpunktdreiecke, senkrecht zur
Euler-Geraden des Bezugsdreiecks.
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(10) Die Umkreise der FuBRpunktdreiecke schneiden
den Umkreis des Bezugsdreiecks senkrecht und haben die
Euler-Gerade als Radikalachse; sie sind die Thaleskreise
uber den Ecken und den Mitten der Apollonius-Kreise und
beriihren die Apollonius-Kreise in den Ecken des
Bezugsdreiecks.
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